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1. Introduccion

La interpolacion consiste en calcular el valor de una fungién para cualquier valor a
partir de los valores conocidos de una muest(&) dondex es un nimero reak un numero
entero cualquieray la funcion interpolada es igual al valor de la muestra par&:todo

mlj] = f(j)

El ACU (Antenna Control Unit) del radiotelescopio de 40 m puede utilizar cuatro tipos de
interpolaciones para determinar la posicion de la antena en un cierto momento a partir de un
conjunto de 5 puntos para los que se conoce la posicion. Las interpolaciones soportadas son:
“Newton”, “Lagrange”, “Splines” y “Step-Wise”.

Las tres primeras interpolaciones son continuas y la ultima en escalera. Las interpolaciones
continuas son aquellas en las que el telescopio se mueve continua y suavemente sobre las posi-
ciones calculadas. Cuando los datos estén equiespaciados se empleara la interpolacion de difer-
encias hacia delante de Newton y cuando el espaciado no sea uniforme se emplearan polinomios
de interpolacién de Lagrange.

En el caso de las interpolaciones en escalera el telescopio se mueve hasta una posicion,
permanece en ella y luego vuelve a moverse para situarse en la segunda, permanecer en ella
un tiempo y asi sucesivamente. El tipo de interpolacion elegido para este comportamiento se
denomina “Step-Wise”.

En este informe se repasan los diferentes tipos de interpolaciones, su uso para determinar la
posicion de planetas y resto de fuentes astronémicas y para los movimientos de superposicion.

2. Interpolacion de diferencias divididas de Newton

La interpolacion de diferencias divididas de Netwon se emplea para calcular el valor de
una funcién en una posicién a partir de un conjuntoNealores equiespaciados o no. La
aproximacion se hace utilizando un polinonitg_; de ordenV — 1.

Para comprender la interpolacién de Newton generalizaremos el caso desde 2 puntos hasta
N. Si solo se conocen dos puntos la aproximacion es lineal y el valor es el que corresponde a
una linea recta que une ambas posiciorfés)(~ P, (z)). Es decir:

@ =R = ot Iy = )

= fo+ [0, 71]f(z — m0)

Si se conocen tres puntos se utiliza una interpolacion cuadrafica)yse aproxima por un
polinomio P (x):

Py(x) = fo+ [wo, 2] f (2 — o) + [0, 21, 2] f (2 — o) (& — 21) (2)

donde

wo z)f = LI 3)

r1 — Zo
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fo=fi _ fi—fo
oo, w1, aa)f = Bt @
Ty — o

y a los términos de la izquierda en las ecuaciones 3y 4, se les conoce con el nowifee de
encias divididas

Se puede generalizar la interpolacion a una de grad&n este caso la funciéfi(z) se
aproxima por el polinomidy (x):

Py(x) = fo+ [0, 21)f(z = wo) + [wo, 21, wa] f(2 — o) (x — 1) + ...

+[xo, .., xn]f(x — 20)...(x — xN_1) (5)
donde
T1,..., T — |Zg, ..., TN
[ZB(),.Tl,...,ZUN]f: [ ! N}f [ 0 N 1]f (6)
IN — X
La expresion 5 se puede escribir de modo formal del siguiente modo:
N
P($> = PN(:E) = Z(l’ - $0)($ - ._'E'l)(f[' - :I"N)[xmzla ) 7'Ik]f (7)
k=0

y el error que se comete con la aproximacion es:

d = f(x) — Py(z) = (x — zo)...(x — zn)[x0, ..., TN, Z| f (8)

gue se puede conocer con exactitud si conocemos el valor real de la fyfneidel punto que
deseamos.

La expresion 5 para 5 puntos se puede visualizar facilmente empleando una piramide como
la que se muestra a continuacion:

ro fo
[x0,x1]f
T fi (X0, X1, Xo|f
[x1, xa] f [Xo0, X1, X2, X3|f
Ty fo (21, 2o, 23] f (X0, X1, X2, X3, X4)f
(29, 23] f (21, X2, X3, T4) f
T3 f3 [952,$3,I4]f
(23, 4] f
Ty fa

El calculo de cada linea se obtiene a partir de la diferencia dividida de la linea anterior y
posterior y de un grado menos. Por tanto, para el computo utilizando un ordenador se deberian
calcular todos las diferencias divididas y emplear sdlo los resultados de la diagonal superior
(en negrita en la tabla) para obtener la expresion 5. La aproximacion es véalida para cualquier
dentro del intervalo comprendido entre el primer y ultimo punto.

Es posible aproximar un funcién cav puntos empleando un polinomio de cuarto orden,
aunquelN sea mucho mayor que 5. Basta emplear un conjunto de 5 puntos consecutivos que
construyan un intervalo en cuyo interior esté siempre el valor que se desea calcular. En los
extremos esta aproximacion funciona perfectamente ya que en el extremo inicial, se pueden
emplear los primeros 5 valores incluso aunque el valor que se busca esté entre el primer vy el
segundo valor. Del mismo modo se puede emplear para el extremo final del intervalo.
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3. Interpolacion de diferencias hacia delante de Newton

La interpolacion de diferencias hacia delante de Netwon se emplea para calcular el valor de
una funcién en una posicion a partir de un conjuntowdealores equiespaciados. La aproxi-
macion se hace utilizando un polinomio de orden 1.

La funcién f toma un valor e = zy + pd que se aproxima por un polinomio segun la
siguiente expresion:

P(zg+pd) = f0+pA0+p<p2_1>Ag+m+P(p—1;(]9—2)A8+
o P De i)"@ —n- 1)A’g
Jo+pAo+ (g) Ad+ ..+ (i) Al ()
donde
d = Ty —

A = Azl = fix1— fi
AF = AR - A
El error que se comete con la aproximacion es:
§ = dnJrl <p> (n+1) ~ ( p >An+1 10
nal f (z) nt1 0 (10)

Al igual que en el caso de las diferencias divididas la expresion 9 para 5 puntos se puede
visualizar facilmente empleando una piramide como la que se muestra a continuacion:

zo fo
Ag
x f1 Ag
Ay AB
Ty fo A} AG (11)
Ay A3
€3 f3 Ag
Az
Ty f4

El calculo de cada linea se obtiene a partir de la diferencia de la linea anterior y posterior y de
un grado menos. Por tanto, para el computo utilizando un ordenador se deberian calcular todos
las diferencias y emplear solo los resultados de la diagonal superior (en negrita en la tabla)
para obtener la expresion 9. La aproximacion es valida para cualgudientro del intervalo
comprendido entre el primer y Ultimo punto, aunque suele ser habitual elegir tres puntos antes
del valor elegido y dos después de este.

Dado que el ICD (Interface Control Document) del ACU establece que para puntos equies-
paciados MAN utilizara la interpolacion de Newton, entendemos que se utilizara esta interpo-
lacion en lugar de la de las diferencias divididas. Ademas utilizard 5 puntos, para calcular las



4 INTERPOLACION DE POLINOMIOS DE LAGRANGE 5

posiciones intermedias del telescopio. No conocemos con exactitud como se elegiran esos 5
puntos, aungue el método estandar consiste en elegir 3 puntos antes y dos después del valor que
se desea interpolar. La expresion de Newton para 5 puntos queda asi:

—-1 ~1D(p-2
P(xo +pd) = f0+pAo+p(p2 )A3+p<p ;(p )A3+

p(p =1 =2)(p=3) \4 (12)
4 0

4. Interpolacion de polinomios de Lagrange

La interpolacion de Lagrange se utiliza para calcular el valor de una funcién en una posicion
a partir de un conjunto dé&/ valores. Se trata de una reformulacion de la interpolacion de
Netwon que no emplea el método de diferencias divididas y que resulta mas costoso en términos
de tiempo en un ordenador.

La funcionf(x) se puede aproximar por un polinomio de Lagrange de oien

f(z) ~ P(z)
donde
P(x) = foLo(z)+ fili(x) + ... + fnLn(2) (13)
SN (14)
donde
fi= f(xi) (15)

y los polinomios de Lagrange son:

Li(z) = (16)
J=H—J Li = &
Para orden 1 la aproximacion es lineal:
r—X r—x
P(z) = fo——r+ fi— (17)
o — I Ty — X1
Para orden 2 la aproximacion es cuadratica:
P(x) = fo (z — a1)(z — 32) ] (z — o) (z — 32) , (z — o) (x — x1) (18)
($0 - Il)(fEO - $2) ($1 - xo)(fl - $2) (Iz - xo)(@ - Il)

Los polinomios de Lagrange son todos del mismo orden y por tanto requieren mas tiempo
de coOmputo. Ademas los polinomios de Lagrange pasan por todos los puntos, lo que se puede
apreciar facilmente porque cuande= z;, L;(z) = 1y L;—; = 0. Una de las ventajas de estos
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polinomios es que permiten escribir la forma analitica del polinomio si se conoce a priori el
orden, y por tanto el nimero de puntos.

El ACU empleara una interpolacion con 5 puntos, por tanto de grado 4, como en el caso de
la interpolacién de Newton. Si los puntos estan equiespaciados la interpolacion de Lagrange se
puede reescribir de modo sencillo asi:

(p> —L)p(p —2) (p—Dp(p* —4)

flo+pd) = e
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
(p 1{4(19 4) fo (p+ 1)1%(29 4) £t (p 1;Z(p+ 2) f (19)

Al igual que con los polinomios de Newton, formalmente el punto del que se busca el valor
puede estar en cualquier posicion dentro del intervalo definido por el primer y el Gltimo punto.

5. Interpolacion por splines

La interpolacidn por splines es una interpolacion por partes ya que se ajusta un polinomio
para cada intervalo de puntos. Sea# 1 puntos diferentes tal que

To <1 < oo < Tpp1 < Ty (20)
y para los que se conocen sus valores:
f(z:) =y (21)
Si se desea encontrar un funcion spline de grado
So(z)  x € [xg, 24]
s@—{ S el 22)
Sk_ll(x) x € [x;;_l,xk]

donde cad#®)(x) es un polinomio de grade.
La interpolacion de splines lineales es la méas sencilla. Consiste en conectar los puntos cono-
cidos con lineas rectas:

Si(x) = yi + LY gy (23)
LTit1 — T4

Para garantizar la continuidad en cada punto:

La interpolacion de splines cuadraticos es aquella en la que,

i+l — % 2
) — . N ol Y (e o 25
Si(r) = yi + zi(v — x;) + i = xi)(:ﬂ ;) (25)
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Los coeficientes se determinan eligengy usando la relacion:
Yit1 — Ui
Tit1 — T
La interpolacion de splines cubicos o de tercer orden es aquella en la que los polinomios en

cada intervalo son de grado 3. Es decir sea un conjuntojdé datosz;, se puede contruir un
conjunto de polinomios de orden 3 entre los puntos. La funcién spline de interpolacion es:

Zitl = —&4 + 2 (26)

So(x), x € [x0, x1]
Si(x), x € [x1, x9)

S(x) =
Sp_1(x), T € [Xy_1, T4)
donde es necesario que se verifiquen las siguientes condiciones:
= La funcion interpolada es igual a los valores de la muestta;) = f(z;).

= Deber haber continuidad entre cada intervalo
Si—l(iﬂi) = Sz‘(%% 1=1,...,n—1

= Debe haber continuidad entre cada intervalo hasta la segunda derivada:
i1 (z) = Si(x)

SY (xg) = SV (x;), i=1,...,n—1.

Si existenn polinomios de tercer grado con 4 pardmetros cada uno existéncognitas a
determinar. La propiedad basica de la interpolacion que requiere que la funcién sea igual a los
valores de la muestra en los puntos de esta. Por tanto esta condiciénrofreiceondiciones

de contorno y la continuidad de las funciones y sus derivadas entre los polinomios da lugar a
3(n—1) condiciones de contorno, que sumadas a la anterior suponen ettetatondiciones

de contorno. Se requieren dos condiciones de contorno mas que se pueden elegir de diferente
modo para determinar los coeficientes de los polinomios. Por ejemplo,

S"(z0) = S"(25) = 0. 27)

gue corresponde a un spline cubico natural. En este caso:

. _ 5.)3 (. o — )3 . . ) )
5.(x) = zig1(x — x;)° + zi(xi1 — ) n (yz—H _ hzzi+1) (- 2) + (yz B hzzi> (2101 — 2)(28)

6h; hi 6 hi 6
y
hi = xip1 — ;. (29)
Los coeficientes se pueden determinar resolviendo el sistema de ecuaciones:
20=0
hi—1zi-1 + 2(hi—1 + hi)zi + hizig = 6 (yﬂi_y - y,zzifl) (30)

zn =10
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6. Interpolacion Step wise

En la interpolacion en escalera las pares de puntos (tiempo, posicion) indican el momento
en el que la antena abandona dicha posicion para ir a la siguiente. El trAnsito se hace a la mayor
velocidad posible y una vez que llega a su punto de destino permanece en él hasta que el tiempo
sea igual al del siguiente par. La figura 1 muestra el movimiento en un gréafico bidimensional de
tiempo y posicion.

Hoviniento en escalera

fix}

Posicion
Y

a 1 2 3 4 9

Tienpo [=]

Figura 1:Movimiento en escalera del radiotelescopio empleando una interpolacion ’setpwise’. Los pun-
tos definidos en la tabla son (t1, p1)=(2,4), (t2, p2)=(3,3) y (t3, p3)=(4,5).

Para poder calcular el tiempo que la antena permanece en cada punto es necesario conocer
el tiempo de transito. Seégael tiempo de trdnsito que emplea la antena para movengeage, |
y 6t = t;11 — t; la diferencia de tiempos entre dos puntos consecutisos;) v (ti1, pit1)s
entonces el tiempo de integracion sobre el puntal es:

7. Movimiento de transito del radiotelescopio entre dos posi-
ciones
El radiotelescopio se mueve de una posicion a otra en el minimo tiempo posible. Este com-

portamiento se muestra en la figura 2 donde se ha representado la velocidad frente al tiempo.
ty es el tiempo en el que el telescopio comienza a movetgelymomento en que se detiene
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porque ha llegado a su posicion final. El espacio recorrido es el area encerrada por la curva de
velocidad. En ambos casos la velocidad crece hasta hacerse maxima, permanece constante y
luego decrece hasta que vale 0. La curva continua corresponde al caso de aceleracion infinita.
La velocidad es 0 par y pasa a su maximo valar,,,, instantaneamente y del mismo modo

la antena se decelera instantAneamente. Este comportamiento corresponde a un caso ideal.

VYelocidad en acinut durante el transito

] T T T T T

T T T
aceleracion real ——
fin) ——

aceleracidon infinita

velocidad en acinut [grados/sl
=
=+

-2 a 2 4 6 il 18 12 14

Tienmpo [sl

Figura 2: Velocidad del radiotelescopio durante el trdnsito de una posicién a otra. La curva continua
corresponde al caso ideal con aceleracion infinita. La curva con cruces indica el caso real con aceleracion
finita. Se ha pintado el drea bajo dicha curva empleando rectangulos para indicar la distancia recorrida
durante el transito. El tiempo empleado en el transito es menor en el caso ideal de aceleracion infinita.

La curva con cruces muestra una caso realista. En ella la velocidad aumenta suavemente
hasta alcanzar la velocidad maxima. En la rampa de subida, la pendiente de la curva (la acel-
eracion) va cambiando hasta hacerse maximay luego decrece hasta que la velocidad alcanza su
valor maximo en cuyo momento la pendiente (la aceleracion) es 0. El tiempo transcurrido para
recorrer la misma distancia es mayor que en el caso ideal de aceleracion infinita.

El caso que hemos representando es adecuado para describir el movimiento entre dos posi-
ciones alejadas. Si las posiciones estan muy cercanas la antena no dispone de tiempo para
alcanzar su maxima velocidad. A continuacién se expone con mas detalle el movimiento de la
antena al pasar de una posicién a otra.

El movimiento de la antena se describe si se conoce la aceleracion en funcién del tiempo. De
acuerdo con MAN, la aceleracion de los motores se puede modelar segun la siguiente funcion:

2w

a = Anaz sin(?t) (32)
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dondeA,,.. es la maxima aceleracién que puede adquirir la anteliaeg el periodo de la
sinusoide y puede tomar diferentes valores.

La expresion 32 es valida para pequeiios desplazamié@ntesl(,....). Si el desplazamiento
es grande la antena alcanza la velocidad maxima; cuando la alcanza permanece constante y por

tanto la aceleracion vale 0. Antes de llegar a su posicion final la antena decelera siguiendo la
funcion de la ecuacion 32. Es decir:

a= Apassin(3t) /t€[0,Tas/2]
a= 0 / t € Tman)2, At — T /2]
a= A sin(%’rt) [t €At — Than/2, At]

dondeAt es el tiempo necesario para la antena llegue a su punto de de%ijne gs el periodo
de la funcion periddica que mas adelante determinaremos.

La figura 3 muestra un ejemplo que contempla los dos casos explicados anteriormente.

Aceleracion durante el transito

T T T
Distancia larga ——
Distancia corta ——

aceleracion [grados/s™2]

i i i i Ll
& 18 18

Tienpo [=]

Figura 3:Aceleracion durante el trdnsito para los dos casos discutidos en esta seccion: grandes distancias
y pequeiias distancias.

La velocidad de la antena se puede obtener integrando la expresién anterior:

2T
—t

2 T
v = /adt = /Amax sin(%t)dt = Amam% cos( T ) + o (33)

para determinar, aplicamos las siguientes condiciones de contorno:
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s Cuandot = 0 la velocidad es O:

T
0=Auz— + 0 (34)
27
Por tanto:
T
Vg = _7Amax (35)
2T

= La velocidad es maxima cuande-= 7'/2, es decir a mitad de periodo:

T 27T
VUmaz = Amam% COS(?E) + o (36)
sustituyenday, por su valor de acuerdo con la expresion 35 :
T
Umaz = _Amax* (37)
Vs

Esto quiere decir que la velocidad méxima (la amplitud de la sefial periddica) es propor-
cional al periodd” y que su valor maximo esta limitado y se produce cudhido7,,,.:

T
Vmaz - _AAmazM (38)
T

Las especificaciones para la antena de 40 m del OAN indicai,gue= 3°/s en acimut
Y Vinae = 1°/s en elevacion w,,,.. = 1°/s%. Por tanto,

T<The = 37m=942s Az (39)
= 1n=3,14s EL (40)

Tras aplicar las condiciones de contorno la expresién 33 queda,

T 2m v 2m
A —1) = max 1 — 41
VT ey (COS( 7 ) 2 < cos( t)> (41)

Si la antena realiza desplazamientos pequefios: (7,,....) la velocidad maxima siempre
sera inferior &/,,,, y el tiempo necesario para alcanzar esa velocidad ser4 menay, gue.
Lafigura 4 muestra la relacion entre la velocidad y la aceleracion para dos périddesentes.

La ecuacioén 41 es valida para pequefios desplazamiehtes®,,..). Si la antena realiza
grandes desplazamientds ¢ 7,,..) dicha ecuacion describe la velocidad durante el tiempo
en el que esta cambia con el tiempo, es decir en los tramos inicial y final del movimiento. Entre
ambos tramos el telescopio se mueve a la maxima velocidad posible de modo constante. Es
decir:

v = Vinas/2 (1 — cos(%”t)) [t €0, Thaw/2]
v - Vmax / t E]Tmam/za At — Tmaz/2[

V= Vinar/2 (1= cos(Zt)) [ t € [At = Tpnaw/2, At]



7 MOVIMIENTO DE TRANSITO DEL RADIOTELESCOPIO ENTRE DOS POSICIONES12

VYelocidad y aceleracidn durante el transito

T T T T
Aceleracidn T=1s ——
Yelocidad T=1s —<—
fAceleracidn T=3s —%— | g g
VYelocidad T=3s —H&—

Aceleracion [grados/s™21
2
o
Velocidad [grados/fe]

1 1 : : 1 i B
1.5 2 2.5 3
Tienpo [=1

Figura 4:Aceleracion y velocidad del radiotelescopio durante el transito para dos periodos T diferentes.
La velocidad mdxima disminuye cuando 1" disminuye y por tanto el espacio recorrido es menor. Esta
situacion se produce cuando el recorrido a realizar por la antena es pequeiio. El recorrido es el drea bajo
la curva de velocidad.
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VYelocidad en acinut durante el transito

T T T
Distancia larga ——
Distancia linite ——
Distancia corta —#%—

velocidad en acinut [grados/sl

4 H G i
] 2 4 ] i 18 12 14 16 18
Tienpo [=]

Figura 5:Velocidad de trdnsito para los tres casos discutidos en esta seccién: grandes distancias, distan-
cia critica y pequeiias distancias.

dondeAt es el tiempo necesario para la antena llegue a su punto de destino.

La figura 5 muestra tres casos diferentes para grandes desplazamientos, el desplazamiento
critico, y pequefios desplazamientos. En el desplazamiento critico la antena alcanza su velocidad
méaxima e inmediatamente después decrece hasta hacerse 0.

La distancia recorrida por el radiotelescopio en grados se obtiene integrando la expresion
41 y aplicando las condiciones de contorno adecuadas. l8adistancia recorrida:

Umnaz 2T _ VUmag T . 27
J= / - (1 — cos(Tt)> dt = 5 (t o sin L t)) + do (42)
Cuandat = 0 se verifica qué = 0y por tanto:

Por tanto la distancia recorrida por el radiotelescopio en un tierepgequefios desplaza-
mientosT’ < T, €s:

2 27 T
Como anteriormente la expresidon anterior varia si se realizan grandes desplazamientos en
cuyo caso el recorrido hecho por la antena en un tiehgso

= Vi (1 — Tgax sin(7271)) / t € [0, Tonaz/2)

T'maa:

5 e Tmaw4‘/ma;c + Vmax(t _ Trréaw) / t G]Tmaac/Q; At _ Tmax/2[

= Yoo (t 4 At — Thae — Bpso sin(Z(t — At + Tinas)) /£ € [A = T /2, At]

§ = Jmar (t L sin(zﬂt)) (44)
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dondeAt es el tiempo necesario para la antena llegue a su punto de destino.

La figura 6 muestra el recorrido realizado por la antena a lo largo del tiempo para grandes
desplazamientos, un desplazamiento critico, y pequefios desplazamientos. En el desplazamiento
critico I" = T,,...) la antena alcanza su velocidad maxima e inmediatamente después decrece
hasta hacerse 0.

Distancia recorrida en acimut durante el transito

45 T T T
Distancia larga —+—

Distancia critica ..
Distancia cerfa ——

Distancia [gradosl

B i i i 1 1 1
a 2 4 6 il 18 12 14 16 18

Tienpo [s]

Figura 6:Recorrido realizado por la antena durante el transito para grandes distancias, distancia critica
y pequeiias distancias.

La distancia critica que distingue lo que hemos dado en llamar desplazamientos grandes y
pequefios es aquella en la que la velocidad de transito se incrementa hasta alcanzar su valor
méaximo y cuando lo ha alcanzado decrece hasta hacerse nula. La distancia,grites

V. T 2 2
G = T = T2 — 0 (@5)
gue en el caso de acimut y elevacion es:
omar — 14,137°  (Az.) (46)
mer = 1,570°  (EL) 47)

Por tanto la distancia minima en la que la antena alcanza su maxima velocidad es cuando
t = Thae/2:

5;{7;0,1‘
2
%: 0,785° (EL) (49)

= 7,068 (Az) (48)



8 USO DE LAS INTERPOLACIONES PARA EL SEGUIMIENTO SIMPLE DE ASTROS15

Estos valores son superiores al caso en el que la aceleracion fuera constante y no dependiera
del tiempo. El tiempo necesario para que la velocidad en acimit geaon aceleracion con-
stante del°/s* es 3 segundos y de 1 segundo para que la velocidad de elevacitiysseRor
tanto el recorrido hecho en ese tiempo es:

5MAX

o= =45 (An) (50)

g 0,5° (EL) (51)
2 27 '

Para poder construir las observaciones con el radiotelescopio es conveniente conocer el
tiempo de transito entre dos posiciones cualesquiera. §eand,; la separacion en acimut y
elevacion respectivamente en grados sexagesimales:

w Sid,. < 6,27,
Aty = £\/270,. (52)

Atel =/ 27T5€l (53)

. Sidy < 8o,

a Sig,, > oM,

8ar — 0TI

Aty, = \/27604, + —= 54
0az Vinaz(az) (54)
m Sidy > 00",
b — 03"

Aty = \/270¢ + —— 55
: o ¥ Vinaz(€l) (53)

El tiempo de transito serd el maximo de los tiempos de transito en acimut y elevacion:
At = max(At,,, Aty) (56)

La figura 7 muestra los tiempos de transito entre dos posiciones que difieren s6lo en acimut
0 en elevacion. Para calcular el tiempo de transito en el caso en el que difieren en acimut y
elevacion se debe hallar el maximo para cada eje. Para distancias pequefas el tiempo de transito
aumenta muy rapidamente. Por ejemplo= 0,04 s para 1 segundo de aradt = 0,3 s para
1 minuto de arco YAt = 2,5 s para 1 grado.

8. Uso de las interpolaciones para el seguimiento simple de
astros

El seguimiento de las fuentes se hara enviando una tabla en ascension recta y declinacion
al ACU. El ACU realizaré los calculos correspondientes para obtener el acimut y la elevacién
a partir de las coordenadas ecuatoriales y del tiempo. Dado que el ACU debe determinar las
coordenadas en cualquier momento el tipo de interpolacién que se elige es suave y puede ser
Newton, Lagrange o Splines.
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Tienpo transcurrido durante el transito
12

T 25
Hoviniento en acimut ——

Hovimiento en elevacidn —+

18 -
1 28

1 15

Tienpo [s1
@

1 18

a 5 18 15 28
Distancia [gradosl

Figura 7:Tiempos de trdnsito entre dos puntos para los que s6lo cambia el acimut o la elevacion.

8.1. Astros del sistema solar

Las fuentes situadas en el sistema solar mudan sus coordenadas ecuatoriales con el tiem-
po. Mercurio es el planeta con un movimiento medio diario mas acusado (aproximadamente
2 grados) seguido de Venus (0,5 grados) (Planesas, 2005). El resto de los planetas muestran
movimientos inferiores a 0,5 grados por dia. Los movimientos de los planetas en el cielo son
mas acusados en las conjunciones superiores, cuando el planeta se encuentra entre el Sol y La
Tierray el movimiento es transversal. Esta informacion se puede encontrar en las primeras pagi-
nas del Anuario Astronémico del Observatorio Astronomico Nacional (P. Planesas). El cuerpo
celeste con un movimiento mas complejo es La Luna con un movimiento sidéreo medio diario
de 13 grados (Planesas 2005). Las figuras 8, 9 y 10 muestran la ascension recta y declinacion
aparentes de Mercurio, Venus y La Luna en un intervalo de 10 dias desde Los Angeles (EEUU)
en funcion del tiempo con una resolucién temporal de 1 hora.

Para poder estimar cual es la separacion minima entre los posiciones que se debe ofrecer
para obtener la interpolacion se ha comparado la posicion real de Mercurio, Venus y La Luna
con la obtenida por interpolacion empleando 5 puntos equiespaciados y variando dicho equies-
paciamiento. Esta comparacion se ha realizado en ascension recta y declinacién empleando los
métodos de interpolacién de Lagrange y Newton.

Lafigura 11 muestra las coordenadas reales e interpoladas de Mercurio empleando 5 valores
equiespaciados 22 horas (24h, 46h, 68h, 90h, 112h) donde las unidades son horas y el origen son
las 0 horas del 1 de Junio de 2005. En la grafica no se han representado los 5 valores empleados
para la interpolacién. La resolucion de la grafica no permite distinguir las diferencias entre los
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Coordenadas de Hercurio
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Figura 8: Coordenadas ecuatoriales de Mercurio durante 10 dias entre el 1 y el 10 de Junio de 2005
desde Los Angeles. La resolucién de la grafica es de 1 hora.

Coordenadas de Yenus
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Figura 9:Coordenadas ecuatoriales de Venus durante 10 dias, entre el 10 de Julio de 2005 y el 17 de
Julio de 2005 desde Los Angeles. La resolucion de la grdfica es de 1 hora.
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Coordenadas de La Luna
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Figura 10:Coordenadas ecuatoriales de La Luna durante 10 dias, entre el 10 de Julio de 2005 y el 17
de Julio de 2005 desde Los Angeles. La resolucion de la grafica es de 1 hora.

valores interpolados y los reales, ya que para este valor del espaciamiento el error cuadratico
medio es dé, 1 10~3 grados en declinacion¥10~* grados en ascension recta.

La figura 12 muestra el error cuadratico medio cometido en el célculo de Mercurio para
diferentes valores de equiespaciamiento. Como se puede apreciar las interpolaciones de Newton
y de Lagrange producen los mismos resultados. EI maximo error cuadratico medio admisible
es 0,5 segundo de ardg3 10~° grados, que en el caso de Mercurio se alcanza en .7 horas
en ascension recta y 10 horas en declinacion, y en el caso de Venus se alcanza en 9 horas
en ascension recta y 12 horas en declinacion. Por tanto un equiespaciami@nbords es
el limite maximo que admitiremos para interpolar las posiciones ecuatoriales aparentes de los
planetas.

La figura 13 muestra las coordenadas reales e interpoladas de Venus empleando 5 valores
equiespaciados 22 horas (168.0, 190.0, 212.0, 234.0, 256.0) donde las unidades son horas y
el origen son las 0 horas del 1 de Julio de 2005. En la grafica no se han representado los 5
valores empleados para la interpolacion. La resolucion de la grafica no permite distinguir las
diferencias entre los valores interpolados y los reales, ya que para este valor del espaciamiento
el error cuadratico medio es de0~* grados en declinacion 0~ grados en ascension recta.

La tabla 1 resume los errores cometidos en ascension recta y declinacion para Mercurio y
Venus utilizando diferentes intervalos de interpolacion.

El maximo error cuadratico medio admisible es 0,5 segundos de arco que en el peor de los
casos corresponde a 7 horas. Por tanto un equiespaciamie@tbaias es el limite maximo
gue admitiremos para interpolar las posiciones ecuatoriales aparentes de los planetas.
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Coordenadas reales e interpoladas para Venus, 5 puntos equiespaciados 22 horas
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Figura 11:Coordenadas reales e interpoladas de Mercurio empleando 5 valores equiespaciados 22 horas
utilizando diferentes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas
hacia delante de Newton. El origen del eje de oordenadas es el 1 de Junio de 2005. Las lineas continuas
representan los datos reales de ascension recta y declinacion y las de puntos los interpolados. No se
han representado los 5 puntos (24h, 48h, 68h, 90h, 112h) empleados en la interpolacion porque algunos
quedan fuera de los Iimites de la gréfica

Intervalo temporal (h) MercuridAa () Mercurio: Ad () Venus:Aa (") Venus:Ad (V)

4 0,05 0,007 0,06 0,007
5 0,13 0,02 0,14 0,01
6 0,15 0,12 0,22 0,07
7 0,13 0,23 0,23 0,16
8 0,80 0,30 0,24 0,30
9 1,7 0,18 1,1 0,36
10 2.5 0,28 2,2 0,19
11 2,3 0,95 2,9 0,32
12 0,8 1,6 2,5 0,95

Y

Cuadro 1:Errores de interpolacién en segundos de arco para Mercurio y Venus. El valor es un error
cuadrético medio en un intervalo de 10 dias.
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Error cuadritico nedio de la interpolacidn para Hercurio
a.8825
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Figura 12:Error cuadritico medio cometido interpolando las posiciones de Mercurio utilizando difer-
entes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas hacia delante de
Newton.

La figura 15 muestra las coordenadas reales e interpoladas de La Luna empleando 5 valores
equiespaciados 22 horas (168.0, 190.0, 212.0, 234.0, 256.0) donde las unidades son horas y el
origen son las 0 horas del 1 de Julio de 2005. La diferencia entre los valores interpolados y los
reales se pueden apreciar muy facilmente. Al igual que en el caso de Mercurio y Venus la figura
16 muestra el error cuadratico medio cometido en el calculo cada 1 hora. Dado que los valores
son excesivamente altos y para investigar con detalle el tiempo méaximo de equiespaciamiento
se ha aumentado la resolucién, obteniendo las coordenadas ecuatoriales aparentes de La Luna
cada 1 minuto. La figura 17 muestra que 120 minutos (2 horas) es el limite maximo aceptable y
60 minutos es, probablemente la mejor eleccion.

8.2. Astros externos al sistema solar

Este caso es el mas sencillo conceptualmente. Las coordenadas geocéntricas ecuatoriales
no varian entre diferentes fechas por lo que el telescopio siempre debe utilizar las mismas
coordenadas ecuatoriales. Dado que el ACU necesita 5 puntos para interpolar suministraremos
5 puntos equiespaciados en el intervalo que haya comandado el observador. En el caso en el
gue el observador no determine el tiempo total de seguimiento de la fuente los extremos del
intervalo seran el orto y el ocaso redondeando hasta un valor que permita definir el intervalo
total como un multiplo de 4 minutos. De este modo facilitaremos la division en 4 intervalos de
un numero entero de minutos.



8 USODE LAS INTERPOLACIONES PARA EL SEGUIMIENTO SIMPLE DE ASTROS21

Coordenadas reales e interpoladas para Yenus. 5 puntos equiespaciados 22 horas
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Figura 13:Coordenadas reales e interpoladas de Venus empleando 5 valores equiespaciados 22 horas
utilizando diferentes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas
hacia delante de Newton. El origen del eje de oordenadas es el 1 de Julio de 2005. Las lineas continuas
representan los datos reales de ascension recta y declinacion y las de puntos los interpolados. No se han
representado los 5 puntos (168h, 190h, 212h, 234h, 256h) empleados en la interpolacién porque algunos
quedan fuera de los Iimites de la grafica
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Error cuadratico mnedio de la interpolacion para Yenus
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Figura 14:Error cuadratico medio cometido interpolando las posiciones de Venus utilizando diferentes
intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas hacia delante de New-
ton.

Todas las interpolaciones generan una linea recta constante cuando los 5 puntos son iguales
como se demuestra a continuacion:

= Interpolacién de diferencias divididas de Newton. En este caso tenemos que
fo=fi=fo=fs=f4— (v, 25 = [vi,25,2] =0 (57)
Por tanto la ecuacion 5 queda:
Pn(z) = fo (58)
y el polinomio valef, en todas las posiciones.

= Interpolacion de diferencias hacia delante de Newton. En este caso tenemos que
Jo=fi=fo=fi=f4=A;=0 (59)

Por tanto la ecuacion 9 queda asi:
P(xo + pd) = fo (60)

y la funcion valef, en todas las posiciones.
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Coordenadas reales e interpoladas para La Luna. 5 puntos equiespaciados 22 horas
155 23
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Figura 15:Coordenadas reales e interpoladas de La Luna empleando 5 valores equiespaciados 22 horas
utilizando diferentes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas
hacia delante de Newton. El origen del eje de oordenadas es el 1 de Julio de 2005. Las lineas continuas
representan los datos reales de ascension recta y declinacion y las de puntos los interpolados. No se han
representado los 5 puntos (168h, 190h, 212h, 234h, 256h) empleados en la interpolacién porque algunos
quedan fuera de los Iimites de la grafica
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Error cuadratico nedio de la interpolacidn para La Luna
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Figura 16:Error cuadraitico medio cometido interpolando las posiciones de La Luna utilizando difer-
entes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas hacia delante de
Newton.

= Interpolacion de Lagrange. Empleando la férmula para cinco puntos que se muestra en la
ecuacion 19, tenemos que:

f(zo +pd) ~ - 1;];(1)_ 2)f° B

(p— 1)1:3(192 —4) ot
(p+ Dp(p* —4) (p> —Lp(p+2)
B 6 Jo+ 24

= (T o2+ 040) - 0 (- 0+ 0 )

6
+h<@%—n@%—®>

(P = 1D(p*—4)
4

Jo

fo

4
_ (P = Dp* AW —4)p* | 3p°(p* —4) —3(0" =)
0 12 12 12
_ f p4_p2_<p2_4)p2_3p2+12
0 12

:fo

y la funcion valef, en cualquier posicion.



8 USODE LAS INTERPOLACIONES PARA EL SEGUIMIENTO SIMPLE DE ASTROS25

Error cuadratico nedio de la interpolacion para La Luna
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Figura 17:Error cuadritico medio cometido interpolando las posiciones de La Luna utilizando difer-

entes intervalos de interpolacion y los métodos de Lagrange y de las diferencias finitas hacia delante de
Newton. La resolucion es mds fina que en el caso de la figura 16
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9. Uso de lasinterpolaciones para el movimiento superpuesto

Durante el seguimiento de una fuente es posible realizar un movimiento en torno a esta. Para
ello se envia una tabla con las posiciones relativas respecto a la fuente en funcién del tiempo.
Si el movimiento es continuo, como en el caso de observaciones 'on-the-fly’ se deben emplear
interpolaciones suaves y si es discontinuo como en el caso de 'raster’ o punteria discreta se
debe emplear una interpolacion de salto, como la 'stepwise’. En ambos casos es importante
determinar el tiempo de transito del radiotelescopio. En las interpolaciones suaves no existe
tiempo de transito aunque se puede considerar como tal el tiempo transcurrido en un cambio
brusco de direccion o al detener la antena.

Supongamos el caso en el que la antena se esta desplazando en una direccion, por ejemplo
acimut, y llegado a cierto punto debe girar en sentido contrario y volver al punto de partida a la
misma velocidad. En este caso se puede fabricar una tabla de superposicion del siguiente tipo:

t=20 0Az =0
t=1 0Az =1
t = 0Az =2
=k 0Az =k

t=k+14+0y 0Az=k—1

dp es el tiempo de transito y depende de la velocidad previa de la antena. De acuerdo con la
expresion 37, el tiempo necesario para detener la antena si esta se desplaza a una velocidad
en grados/s, es:

0 =mv (61)

Por tanto el tiempo necesario para invertir el sentido y continuar a la misma velocidad absoluta
es2). Para mostrar valores concretos supongamos que se esta haciendo un mapa 'on-the-fly’
con una velocidad de 20 segundos/medio haz. A 90 GHz el tamafio del haz del 40m es de 17
segundos de arco, por tanto= 8,5”/20 = 1,18 10~*°/s. El tiempo para cambiar de sentido y
continuar a la misma velocidad &s= 1,18 10~* 7 = 0,7 ms y la mitad para detener la antena.

En las interpolaciones en escalera la antena se desplaza a la maxima velocidad de un punto
a otro acelerando y decelerando en ese intervalo. El tiempo transcurrido en dicho transito viene
dado por las ecuaciones 52 a 56. Consideremos un caso tipico, la realizacion de un mapa espa-
ciando cada punto medio haz. El tamafio del haz a 90 GHz es de 17 segundos de arco. El tiempo
de transito entre dos puntos que distan 9 segundos de arco es 0,12 segundos.
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